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Introduction 



Soient k un corps de caractéristique nulle, k une clôture algébrique. Soit g le groupe de 
Galois de k sur k. Etant donnée une k- variété algébrique Z, on note Z = Z k. A toute k- 
^ ! variété projective, lisse et géométriquement connexe Z, on associe le g-module (module galoisien) 
^ ; défini par le groupe de Picard Pic(Z). Si la variété Z est unirationnelle, le groupe Pic(Z) est 
CN ' un groupe abélien libre de type fini. Si Z\ et Z2 sont deux /c-variétés projectives, lisses et 
^ ■ géométriquement connexes fc-birationnellement équivalentes, les modules galoisiens Pic(Zi) et 
>—i . Pic(Z 2 ) sont isomorphes à addition près de g-modules de permutation (de type fini) ([CT/San2, 
"xl" ! Prop. 2.A.1]). Le groupe de cohomologie H 1 (g, Pic(Z)) est un invariant /c-birationnel étroitement 
lié au groupe H? t (Z, G m ), qui est le groupe de Brauer cohomologique de Z, noté Br(Z) (voir la 
^ proposition 1.1 ci-dessous). 

<Q ■ Voskresenskiï (1974) montra que pour tout /c-tore T et toute /c-compactification lisse T c de T, 

çh ■ le module galoisien Pic(T c ) possède la propriété remarquable suivante : pour tout sous-groupe 

^ ; fermé ftC(/,ona Ext^(Pic(T c ), Z) = ([Vosl] ; [Vos2], IV.4.49; voir aussi [CT/Sanlb_§2 et 

[Vos3], §4.6). Dans la terminologie introduite dans [CT/Sanl], le module galoisien Pic(T c ) est 

l—— '■ un module flasque. Un argument simple donné dans un article récent ([B/K2], 2004) montre que 

çSJ ■ ce résultat s'étend aux groupes linéaires connexes : pour toute /c-compactification lisse G c d'un 

^ ! /c-groupe linéaire connexe G, le module galoisien Pic(G c ) est flasque. 

Le fait que le module galoisien Pic(G c ) est flasque permet de calculer ce module, à addition 

*0 près d'un g-module de permutation, et de donner une formule simple pour le groupe de Brauer 

de G c , ceci purement en termes du groupe G, sans avoir à en exhiber une compactification lisse 

■ ([CT/Sanl] dans le cas des tores; [B/K2], [CT] pour les groupes linéaires connexes). 
O ; 

Dans cet article, nous montrons que des résultats analogues valent plus généralement pour les 
compactifications lisses d'espaces homogènes de groupes linéaires connexes, quand le stabilisateur 
géométrique est connexe. 



Soient G un fc-groupe connexe et X/ k un espace homogène de G. Le stabilisateur géométrique, 
^ [ c'est-à-dire le groupe d'isotropie d'un /c-point de X = X k est bien défini à fc-isomorphisme 
non unique près. On note H ce groupe. Supposons le groupe H connexe. Il y a alors un /c-tore 
T naturellement associé au G-espace homogène X, tel que T soit le plus grand quotient torique 
H ° r de H. Une définition de ce k-tore associé est donnée par Borovoi dans [Bo2, 4.1]. On en 
trouvera une autre au §1. 

Soit X c une /c-compactification lisse de X. La k- variété X c est unirationnelle, le groupe de 
Picard Pic(X c ) est un ^-module continu discret Z-libre de type fini et le groupe Br(X c ) est 
fini. On note Bii(X c ) le noyau de l'application de restriction Br(X c ) Br(X c ). Le quotient 
du groupe de Brauer Bri(X c ) par l'image du groupe Br(/c) est un sous-groupe du groupe fini 
F^PicOXe)) (Prop. 1.1). 

À tout (7-module continu discret M et tout entier naturel i on associe le groupe 

Uli(k,M) = Ker[iTQ7,M) - JJif^M)], 

h 

où h parcourt les sous-groupes fermés pro cycliques de g. 



Le but principal de l'article est d'établir le théorème suivant (Théorème 5.1). 



Théorème A Soient k un corps de caractéristique nulle, G un k-groupe linéaire connexe, 
X une k-variété espace homogène de G, de stabilisateur géométrique connexe. Soit X c une 
k-compactification lisse de X . 

(i) Le g-module Pic(X c ) est un g-module flasque, c'est-à-dire que pour tout sous-groupe fermé 
h C g, on a H 1 ^, Hom z (Pic(X c ), Z)) = 0, soit encore Extj l (Pic(X c ),Z)_= 0. 

(ii) Pour tout sous-groupe fermé procyclique h C g, on a H (h, Pic(X c )) = 0. 

(iii) Soit T le k-tore associé au G-espace homogène X , et soit T son groupe des caractères. 
Si G est un groupe linéaire quasitrivial, i.e. extension d'un k-tore quasitrivial par un k-groupe 
simplement connexe, alors le quotient du groupe Bri(X c ) par l'image du groupe Br(k) s'injecte 
dans le groupe IH^(/c, T), et est isomorphe à ce dernier groupe si X(k) ^ ou si k est un corps 
de nombres. 

Sous l'hypothèse de (iii), nous montrons comment le g- module Z-libre de type fini Pic(X c ) 
est déterminé, à addition près d'un g-module de permutation, par le /c-tore T - en particulier il 
ne dépend pas du groupe quasi-trivial G. Ce théorème est une extension naturelle de résultats 
bien connus dans le cas où G est un tore algébrique (§2). 

Pour G semi-simple simplement connexe, l'énoncé (iii) combiné avec un théorème de Bogo- 
molov (Théorème 1.4 ci-dessous) établit une conjecture proposée au §5 de [CT/K]. Cette conjec- 
ture était motivée par les résultats de Borovoi [Bo2] sur le principe de Hasse et l'approximation 
faible pour les espaces homogènes définis sur un corps de nombres. 

Un ingrédient important de la démonstration est le théorème suivant (Théorème 4.2). 

Théorème B Soit A un anneau de valuation discrète de corps des fractions K , de corps 
résiduel k de caractéristique nulle. Soit G un K-groupe quasitrivial et soit E/K un G-espace 
homogène de stabilisateur géométrique connexe et de tore associé trivial. Soit X un A-schéma 
propre, régulier, intègre, dont la fibre générique contient E comme ouvert dense. Alors il existe 
une composante de multiplicité 1 de la fibre spéciale de X/A qui est géométriquement intègre 
sur son corps de base k. 

L'hypothèse que le tore T associé est trivial (T = 1) équivaut au fait que le quotient du 
stabilisateur géométrique H par son radical unipotent est un groupe semi-simple (connexe). 

Nous discutons aussi un autre invariant, à savoir l'ensemble des classes de ^-équivalence sur 
les /c-points de X c . C'est l'objet du §6, où l'on obtient une minoration de l'ensemble X c (k)/R 
lorsque le corps k est un "bon" corps de dimension cohomologique 2 (par exemple un corps 
p-adique) . 

Dans une première mouture du présent article, sous l'hypothèse que G est semi-simple 
simplement connexe, nous avions établi les points (ii) et (iii) du Théorème A, et prouvé des 
cas particuliers du théorème B, dont nous avions montré qu'il implique le théorème A. Nos 
preuves passaient par un long détour arithmétique (réduction au cas des corps de nombres et 
de leurs complétés). Dans cette version primitive de l'article, un outil de base était un théorème 
de Borovoi [Bol] : si k est un corps p-adique, G un /c-groupe semi-simple simplement connexe et 
X un espace homogène de G de stabilisateur géométrique connexe sans quotient torique, alors 
X(k) 7^ 0. Lors d'une discussion où nous mentionnions l'énoncé du Théorème B, Ofer Gabber 
nous a suggéré d'utiliser une variante purement algébrique du théorème de Borovoi pour établir 
le Théorème B, en utilisant une réduction toute différente de celle mentionnée ci-dessus. 

Nous remercions vivement O. Gabber pour son importante suggestion, et P. Gille et 
M. Borovoi pour diverses remarques. M. Borovoi a en particulier indépendamment remarqué 
que l'hypothèse G semi-simple simplement connexe, que nous avions imposée dans la version 
précédente, peut être omise de la plupart de nos énoncés. 
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§1. Rappels et préliminaires 

La cohomologie employée est la cohomologie étale, qui, sur un corps, donne la cohomologie 
galoisienne. On supposera le lecteur familier avec la théorie fine des tores algébriques ([CT/Sanl], 
[Vos2], [Vos3]), en particulier avec les notions de tore quasitrivial, de tore flasque, et avec les 
divers types de résolutions flasques (voir aussi [CT/San3]). On utilisera librement des résultats 
sur les groupes linéaires connexes quelconques que l'on peut trouver dans [San]. On utilisera 
librement la notion de .R-équivalence sur les points /c-rationnels d'une variété algébrique définie 
sur un corps k (voir [CT/Sanl], [Vos3]). Enfin on utilisera librement la conséquence suivante du 
théorème d'Hironaka : si k est un corps de caractéristique zéro et / : X — > Y est un morphisme 
de /c-variétés quasiprojectives lisses intègres, il existe un morphisme f c : X c — > Y c de /c-variétés 
projectives lisses intègres étendant / (cf. [B/Kl], 1.2.2). 

Proposition 1.1 Soient k un corps, k une clôture séparable de k et g = Gal(k/k). Soit X une 

k-variété géométriquement intègre telle que k = k[X] x , où k[X] x est le groupe des fonctions 
inversibles sur X . La suite spectrale de Leray pour le faisceau G m et la projection X — > Spec(/c) 
donne naissance à une suite exacte naturelle 

-> Pic(X) -> Pic(X) 5 -> Br(fc) -> BripT) -> H 1 (g, Pic(X)) -> H 3 (g,k X ), 

où Bri(X) = Ker[Br(X) — > Br(JT)]. La flèche H 1 (g, Pic(X)) — > H 3 (g, k*) est nulle dans chacun 
des cas suivants : X(k) ^ ; k est un corps p-adique ou réel ; k est un corps de nombres. 

Démonstration C'est une conséquence bien connue de la suite spectrale de Leray pour la 
topologie étale, le morphisme X — > Spec(fc) et le faisceau G m , et de la nullité de H 3 (g, k*) pour 
chacun des corps cités. ;_; 

Soient k un corps et G un /c-groupe linéaire. On note G = Hom^_ groupes (G, G m ^) le groupe 
des caractères de G. C'est un (7-module continu discret de type fini; si G est connexe, ce module 
n'a pas de Z-torsion. 

Soient k un corps, H un /c-groupe algébrique et Y une /c-variété algébrique. Un torseur (à 
gauche) sur Y sous H est une fc- variété X équipée d'un morphisme fidèlement plat p : X — > Y 
et d'une action H X — > X du groupe H sur X, respectant le morphisme p, et telle que 
le morphisme H Xk X X xy X donné par (h, x) 1— > (hx,x) soit un isomorphisme. On a la 
définition analogue pour un torseur à droite. On dit parfois espace principal homogène au lieu 
de torseur. 

Proposition 1.2 (Sansuc [San], Prop. 6.10) Soient k un corps de caractéristique zéro, H un 
k-groupe linéaire connexe, Y une k-variété lisse géométriquement connexe et f : X — > Y un 
torseur sur Y sous H . On a alors une suite exacte 

-> k[Y] x -> k[X] x -> H -»• Pic(F) -> Pic(X). 



Rappelons ici que le groupe des caractères H du groupe connexe H s'identifie au module 
galoisien k[H] x /k (lemme de Rosenlicht). 

Proposition 1.3 Soient k un corps de caractéristique zéro et X/k une k-variété projective, 
lisse, géométriquement connexe. Soit F/k une extension de corps, avec k algébriquement 
fermé dans F. Soient k C F des clôtures algébriques de k et F. Soient g k = Gal(k/k) et 
gp = Gal(F/F). Supposons en outre que le groupe Pic(X x k k) est un groupe abélien de type 
fini sans torsion. Alors : 

(i) Le groupe de Galois de F sur le corps composé L = k.F agit trivialement sur le gp-module 
P\e[X Xfc F), qui est donc un g-module. La flèche naturelle Pic(X k) — > Pic(X x k F) est un 
isomorphisme de g-modules. 

(ii) Chacune des propriétés suivantes vaut pour le g k -module Pic(X x k k) si et seulement si 
elle vaut pour le gp-module Pic(X x k F) : être un module de permutation, être un facteur direct 
d'un module de permutation, être un module flasque, être égal à un g -réseau donné à addition 
près de modules de permutation. 

(iii) Les groupes H 1 (g kl Pic(X x k k)) et H 1 (gp,Pic(X x k F)) sont isomorphes. 

(iv) Le quotient de Bri(X) par l'image de Br(k) s'injecte dans le quotient de Bii(Xp) par 
l'image de Br(F). 

Démonstration L'hypothèse que Pic(X x k k) est un groupe de type fini sans torsion équivaut 
à la combinaison de deux faits : le groupe de cohomologie cohérente Ox) est nul et le 

groupe de Néron-Severi de X x k k est sans torsion. La nullité de H 1 (X, Ox) équivaut au fait 
que la variété de Picard de X est triviale. Le groupe de Picard de X x k k coïncide donc avec le 
groupe de Néron-Severi de X x k k, de même pour X x k F, et il est bien connu que le groupe de 
Néron-Severi ne change pas par extension de corps de base algébriquement clos (ceci se déduit 
facilement du théorème analogue pour la cohomologie étale à coefficients de torsion). Ainsi les 
injections naturelles 

Pic(X x k k)^ P\c{X x k L)^ P\c{X x k F) 

sont des isomorphismes. Ceci établit l'énoncé (i), qui implique immédiatement l'énoncé (ii) (si M 
est un Gal(i ? /i ? )-module de permutation, alors le groupe des points fixes de M sous Gel(F/L) 
est un Gal(L/F)-module de permutation, c'est-à-dire un g-module de permutation). L'énoncé 
(iii) résulte de la suite de restriction-inflation et de la nullité de H 1 [h, M) pour M un groupe 
abélien sans torsion équipé d'une action triviale d'un groupe h (profini). L'énoncé (iv) résulte 
de (iii) et de la proposition 1.1. [] 

Remarque 1.3.1 Par un résultat de Serre, l'hypothèse que Pïc(X x k k) est un groupe de type 
fini sans torsion est satisfaite si la k- variété X x k k est unirationnelle, ce qui est certainement 
le cas pour une compactification lisse d'un espace homogène d'un groupe linéaire connexe. 

Remarque 1.3.2 L'intérêt de la proposition 1.3 est que, pour établir l'une des propriétés 
voulues pour X/k, on peut supposer X(k) ^ 0. Par la proposition ci-dessus, il suffit en effet 
d'étudier X x k F/ F, où F = k(X) est le corps des fonctions de X. La F- variété X x k F 
possède un point F-rationnel, donné par le point générique de X/k. C'est "l'astuce du passage 
au point générique". Il existe d'autres variantes. Par exemple dans [B/K2], on considère 
une compactification lisse X d'un groupe algébrique réductif connexe G non nécessairement 
quasidéployé, et l'on passe au corps des fonctions de la variété des sous-groupes de Borel de G, 
ce qui a pour effet de quasidéployer G. 

Pour le théorème suivant, on renvoie à [Bog] et [CT/San4] (Thm. 9.13). 



Théorème 1.4 (Bogomolov) Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, 
G un k-groupe semi-simple simplement connexe et H C G un sous-groupe fermé connexe. Soit 
X c une compactification lisse du quotient X = G/H . Alors Br(X c ) = 0. j I 

On peut se demander si ce théorème vaut encore si G est une extension d'un tore par un 
groupe semi-simple simplement connexe. Si tel était le cas, on pourrait dans le théorème A 
remplacer Br 1 (X c ) par Br(X c ). 

Nous donnons maintenant une définition du k-tore associé à un espace homogène du type 
considéré dans cet article. Soient G un /c-groupe linéaire connexe et X/k un espace homogène 
de G de stabilisateur géométrique H connexe. Comme X est géométriquement intègre, le corps 
k est algébriquement fermé dans le corps des fonctions k(X) de X, donc k{X) = k(X) <S>k k est 
le corps des fonctions de X, et le groupe de Galois de k(X) sur k(X) s'identifie au groupe de 
Galois g de k sur k. Si l'on étend le corps de base de k à k(X), le point générique de X permet 
d'identifier X k ( X ) = X x k k(X) au quotient de G^x) P ar un /c(^Q-sous-groupe fermé connexe 
H , groupe qui sur k(X) est isomorphe à H x-^k(X). Si l'on prend le quotient du /c(X)-groupe 
Ho par son radical unipotent, puis le quotient du groupe obtenu par son groupe dérivé, on 
obtient un k(X)-tore Tq qui sur k(X) vient de k, et qui est donc déployé par l'extension k(X) 
sur k(X). Le groupe des caractères de Tq est donc de façon naturelle un g-réseau, donc le dual 
définit un unique k-tore T tel que T x k k(X) ~ Tq. On dira que T est le k-tore associé au 
G-espace homogène X. Le g-module T des caractères de T est aussi le groupe des caractères H 
de H. Lorsque X possède un point /c-rationnel, le choix d'un /c-point x G X(k) détermine un 
/c-groupe algébrique H x , le fixateur de x, satisfaisant H x x k k ~ H. Si l'on quotiente H x par son 
radical unipotent, puis le quotient obtenu par son groupe dérivé, on obtient un k-tore H x or , le 
plus grand quotient torique de H x , qui est isomorphe au k-tore T associé au G-espace homogène 
X = G/H X . 

Terminons ce paragraphe en rappelant la définition et quelques propriétés des groupes qua- 
sitriviaux ([CT]). Les résultats annoncés dans [CT] le sont pour les groupes réductifs connexes, 
le cas des groupes linéaires connexes quelconques s'en déduit aisément, en caractéristique nulle. 
Soit k un corps de caractéristique nulle, k une clôture algébrique, g = Gal(k/k). Soit G un 
/c-groupe linéaire connexe. Le quotient de G par son radical unipotent est un /c-groupe réductif 
connexe G red . Le groupe G red est une extension d'un k-tore G tor par le groupe dérivé G ss de 
G red , qui est un /c-groupe semi-simple connexe. Le /c-groupe G est dit quasitrivial si les deux 
propriétés suivantes sont satisfaites : 

(i) Le fc-tore G tOT est quasitrivial (son groupe des caractères est un ^-module de permutation). 

(ii) Le groupe semi-simple G ss est simplement connexe. 

Ceci équivaut ([CT], Prop. 1.11) à la combinaison des deux propriétés suivantes : 

(iii) G ~ k[G] x /k est un gr-module de permutation. 

(iv) Pic(G) = 0. 

Pour tout fc-groupe linéaire connexe G, il existe une suite exacte 

1 -> F -> Ci -> G -> 1 

où G\ est un /c-groupe linéaire connexe quasitrivial et F est un k-tore flasque (de groupe des 
caractères un ^-module flasque) central dans G\. 

Lemme 1.5 Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit G un k-groupe linéaire connexe et 
X une k-variété qui est un espace homogène de G à stabilisateur géométrique connexe. Il existe 
un k-groupe algébrique linéaire connexe quasitrivial Gi tel que X est un espace homogène de G\ 
à stabilisateur connexe. 



Démonstration Soit H le stabilisateur géométrique pour l'action de G sur X. Soit 

1 -> F -> Ci -> G -> 1 

une suite exacte comme ci-dessus. La fc- variété X est un espace homogène de Gi. Le stabilisateur 
géométrique pour l'action de G\ sur X est une extension (centrale) de H par le fc-tore F. C'est 
un groupe connexe, j J 



§2 Quotients de tores 

Proposition 2.1 Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit l^T^P^Q^l une 

suite exacte de k-tores, avec P quasitrivial. Soit Q c une k-compactification lisse du k-tore Q. 
Soit l^T^F^Pi^l une suite exacte de k-tores avec F flasque et P\ quasitrivial. 

(i) Les g-modules Z-libres de type fini F et Pic(Q c ) sont isomorphes à addition près de 
modules de permutation, en particulier Pic(Q c ) est un g-module flasque. 

(ii) On a 

Br(Q c )/Br(£;) = H 1 (g, Pic(QJ) = H\k, F) = Ull(k, f) = III* (k, Q). 

(iii) Q c {k)/R = Q{k)/R = H\k,F). 

Démonstration D'après ([CT/San3], (1.3.2)), pour tout fc-tore T il existe une suite exacte 
l^T^F^Pi^ldu type indiqué, et le /c-tore flasque F est bien déterminé à multiplication 
par un /c-tore quasitrivial près. Formons l'expulsé (en anglais : "push-out") de T — > P et T — > F. 
Ceci donne naissance à un diagramme commutatif de suites exactes de /c-tores : 



Pi 



N 



Pi 



Q 



Q 



Comme les tores P et P\ sont quasitriviaux, la suite médiane verticale est scindée, d'où une 
suite exacte 

Cette dernière suite est une résolution flasque du tore Q. Un résultat de Voskresenskiï (cf. 
[CT/Sanl], Prop. 6) donne alors (i). La proposition 1.1 donne la première égalité dans (ii). 
La seconde résulte de (i) et de l'annulation de H 1 (g, P) pour un g-module de permutation P. 
Les deux dernières égalités de (ii) s'établissent en considérant les suites exactes de caractères 
associées aux suites exactes de tores de l'énoncé, et en utilisant l'annulation mentionnée à 
l'instant, l'annulation de H 1 (h, F) pour F un g-module flasque et h un sous-groupe fermé 



procyclique de g, et l'annulation de UI^(k,P) pour P un g-module de permutation. Quant à 
(iii), c'est une application du Théorème 2 p. 199 et de la Proposition 13 p. 203 de [CT/Sanl]. [] 



§3. Espaces homogènes de groupes linéaires connexes dont le stabilisateur 
géométrique n'a pas de quotient torique 

Proposition 3.1 Soient k un corps de caractéristique zéro, k une clôture algébrique, 
g = Gal(k/k), G un k-groupe quasitrivial, X un k-espace homogène sous G à stabilisateur 

géométrique H connexe. Supposons H =1. Soit X c une k-compactification lisse de X . Alors : 
(i) Le g-module Pic(X c ) est stablement de permutation. 
(h) La flèche naturelle Br(fc) — ■> Bri(X c ) est un isomorphisme. 

Démonstration Pour établir le point (i), on peut, d'après la proposition 1.3 et la remarque 
1.3.2, supposer X(k) 7^ 0, et donc X = G/ H avec H un /c-groupe linéaire connexe tel que 
fjtor _ 2 D'après le théorème de Hironaka, il existe une /c-compactification lisse G c de G et 
un /c-morphisme p : G c — > X c étendant le /c-morphisme naturel p : G — > G/ H. Comme G est 
quasitrivial, Pic(G) = 0, et k[G] x /k* = G est un g-module de permutation. Sous l'hypothèse 
H = 1, on déduit alors de la proposition 1.2 l'égalité Pic(X) = et le fait que la flèche naturelle 

k[X] x /k — > k[G] x /k X est un isomorphisme. Le g-module k[X] x /k est en particulier un g- 
module de permutation. On dispose alors du diagramme commutatif de suites exactes courtes 



k[G] x /k' 



r 



Di Voo (G c ) 



Pic(G c ) 



k[X] x /k' 



Di Voo (X c ) 



Pic(X c ) 



Dans ce diagramme, la flèche verticale de gauche est ici un isomorphisme. C'est un théorème 
général de [B/K2] que le g-module Pic(G c ) est un g-module flasque. Comme k[G] x jk est ici 
un g-module de permutation, la suite horizontale supérieure est donc scindée. La suite exacte 
inférieure est la rétrotirette (en anglais : "pull-back") de la suite supérieure par l'application 

/* : Pic(X c ) — ■> Pic(G c ). Elle est donc aussi scindée. Comme k[X] x /k X et Div 00 (X c ) sont tous 
deux des g- modules de permutation, ceci établit le point (i). 

Etablissons le point (ii). Lorsque X(k) 7^ 0, on a vu ci-dessus que les modules galoisiens 

k[X] x /k et k[G] x /k sont isomorphes. Montrons comment l'astuce du passage au point 
générique permet de montrer qu'il en est encore ainsi sans supposer X(k) 7^ 0. Soit E = k(X) 
le corps des fonctions de X et L = k(X) le corps des fonctions de X. L'extension L/E 
est galoisienne de groupe g. C'est un fait général que pour tout corps algébriquement clos 
fei, toute extension de corps k\ C k 2 et toute fci-variété lisse connexe X, la flèche na- 
turelle h[X] x /k x -> k 2 [X] x /k x est un isomorphisme. Les flèches k[X] x /k X -> L[X] X /L X 

et k[G] x /k — > L[G] X /L x , qui sont des homomorphismes de g- modules, sont donc des isomor- 
phismes. La i?- variété X E possède un point rationnel, correspondant au point générique 
de X. L'argument donné au point (i) montre alors que l'on dispose d'un g-isomorphisme 

L[X] X /L x ~ L[G] X /L x . Ainsi les g-modules k[X] x /k X et k[G] x jk X sont isomorphes. En par- 
ticulier k[X] x /k X est un g-module de permutation. Le théorème 90 de Hilbert assure alors que 
la suite exacte évidente 

1 ^k X ^k[X] x ^k[X] x /k X -> 1 



est scindée. L'application naturelle H 2 (g, k ) — > H 2 (g, k[X] x ) est donc injective. Comme on a 
Pic(X) = 0, la suite spectrale de Leray pour le morphisme X — > Spec(/c) et le faisceau étale 
G m donne H 2 (g, k[X] x ) ~ Ker[Br(X) -> Br(X)]. Ainsi l'application naturelle Br(fc) -> Br(X) 
est injective, a fortiori en est-il de même de l'application Br(k) — > Br(X c ). D'après le point (i), 
le g-module Pic(X c ) est stablement de permutation, en particulier H 1 ^, Pic(X c )) = 0. Une 
application de la proposition 1.1 à X c donne alors le point (ii). 

§4. Le théorème B 

L'énoncé suivant rassemble des propriétés connues. 

Théorème 4.1 Soit k un corps de caractéristique zéro, de dimension cohomologique 1. Le 
corps K = k((t)) des séries formelles en une variable sur k satisfait les propriétés suivantes. 

(i) Sa dimension cohomologique est 2. 

(ii) Sur toute extension finie de K, indice et exposant des algèbres simples centrales 
coïncident. 

(iii) Pour tout K -groupe quasitrivial G sur K, on a H (K, G) = 1. 

(iv) Soient G un K-groupe semi-simple simplement connexe, fi son centre et 

1 -> n -> G -> G ad -> 1 

l'isogénie associée. Alors la flèche de bord H X (K, G ad ) — > H 2 (K,fi) est une bijection. 

(v) Soient H un K-groupe linéaire connexe et L = (H, k) un K-lien. Soit H tOT le K-tore 
associé à L. On dispose d'une application naturelle d'ensembles H 2 (K,L) — > H 2 (K,H tor ). Un 
élément n G H 2 (K,L) est neutre si et seulement si son image dans H 2 (K, H tm ) est triviale. 

(vi) Soient G un K-groupe quasitrivial et E un espace homogène de G. Si le stabilisateur 
géométrique est connexe et n'a pas de quotient torique, alors E(K) 7^ 0. 

Indications Les énoncés (i), (ii) et (iii) sont bien connus. On trouvera des références précises 
dans [CTGiPa] (Thm. 1.5). L'énoncé (iii) est dû à Bruhat et Tits lorsque G est un K-groupe 
semi-simple simplement connexe, et le cas général résulte du théorème 90 de Hilbert et de la 
cohomologie galoisienne de la suite exacte 1 — > G ss — > G — > G tor — > 1. Les énoncés (iv) et (v) 
sont dans la thèse de Douai, lequel s'appuie sur les résultats de Bruhat et Tits. Comme établi 
dans [CTGiPa] (Thm. 2.1 (a)), l'énoncé (iv) vaut pour tout corps K de caractéristique nulle 
satisfaisant les énoncés (i), (ii) et (iii). De même, l'énoncé (v) vaut pour tout tel corps : c'est le 
Théorème 5.4 de [CTGiPa], dont la démonstration combine la méthode de Borovoi ([Bol], cas 
des corps p-adiques et des corps globaux) et l'énoncé (iv). Comme rappelé par Borovoi [Bol], 
la donnée de (G, E) dans (vi) définit un K-lien L = (H, k) et le K-tore associé H tm est par 
hypothèse trivial. L'énoncé (vi) résulte alors de (v). [] 

Remarque 4-1-1 Les indications données montrent que le théorème 4.1 vaut plus généralement 
sur un corps K de caractéristique nulle satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii). 

On appellera ici bon corps de dimension cohomologique < 2 un corps de caractéristique nulle 
satisfaisant ces trois conditions. Des exemples de tels corps sont les corps de nombres totalement 
imaginaires, les corps p-adiques, les corps de fractions d'anneaux locaux henséliens de dimension 
2 à corps résiduel algébriquement clos, les corps de fonctions de deux variables sur les complexes. 
Pour ces derniers corps l'énoncé (ii) est un résultat de de Jong et l'énoncé (iii) vaut en l'absence 
de type E 8 . On trouvera des références dans [CTGiPa]. 

Comme indiqué dans l'introduction, nous devons à O. Gabber l'idée de la démonstration du 
théorème suivant. 



Théorème 4.2 (Théorème B) Soit A un anneau de valuation discrète de corps des fractions 
K, de corps résiduel k de caractéristique nulle. Soient G un K -groupe quasitrivial et E/K un 
espace homogène sous G de stabilisateur géométrique un groupe connexe sans quotient torique. 
Soit X un A-schéma propre, régulier, intègre, dont la fibre générique contient E comme ouvert 
dense. Alors il existe une composante de multiplicité 1 de la fibre spéciale de X/A qui est 
géométriquement intègre sur son corps de base k. 

Démonstration Un procédé classique, qui apparaît dans la démonstration du théorème de 
Merkur'ev et Suslin, permet de construire une extension l/k avec k algébriquement fermé dans 
/ et / de dimension cohomologique 1. Indiquons le principe. S'il existe une extension finie k\ de 
k et une variété de Severi-Brauer W non triviale sur k±, on plonge k dans le corps des fonctions 
de la descendue à la Weil R kl / k (W). On itère à l'infini le procédé. Pour plus de détails, voir la 
note de Ducros [D]. 

Soit 7r une uniformisante de A. Comme le corps résiduel k est de caractéristique zéro, le 
complété de A est isomorphe à k[[t\] ([S], Chap. II, §4, Théorème 2), et l'on peut supposer que 
l'inclusion A C k[[t]} envoie tt sur t. D'après le théorème 4.1, E(l((t))) ^ 0. Donc X(l((t))) ^ et 
comme X/A est propre, X(Z[[t]]) ^ 0, c'est-à-dire qu'il existe un morphisme / : S'pec(Z[[t]]) — > X 
tel que le composé Spec(Z[[t]]) — > X — > Spec(A) est la flèche déduite de A C k[[t]] C B = l[[t]]. 

On considère le point (schématique) y E X image du point fermé de 5'pec(/[[t]]). C'est un 
point de la fibre spéciale de X/A. Soit C l'anneau local de X en y. Comme X est régulier, C est 
un anneau local régulier, en particulier factoriel (Auslander-Buchsbaum, Serre). On a alors des 
homomorphismes d'anneaux locaux A — > C — > B, l'homomorphisme composé A — > B n'étant 
autre que l'inclusion évidente A C k[[t]] C l[[t]]. 

Soit %c = u ' 111=1 P?*' avec l es n i > 0> une décomposition de l'image de % dans C : ici 
u est une unité de C, chaque pi appartient à l'idéal maximal de C et est irréductible. Cette 
décomposition correspond à la description de la fibre spéciale de X au voisinage du point y. On 
a alors l'égalité 

r 

t = u B -\[{p^ eB = l[[t}}, 

i=l 

et l'image pi t B de pi G C dans B = l[[t]] appartient à l'idéal maximal de B = l[[t]]. Ainsi r = 1 
et ni = 1, c'est-à-dire que ne est un élément irréductible de l'anneau local régulier C. Ainsi 
la fibre spéciale de X/A au voisinage du point y n'a qu'une composante, de multiplicité 1, soit 
Z. Son corps résiduel k(Z) est le corps des fractions de C/tvc- L'homomorphisme composé 
A — > C — > l[[t]] induit un homomorphisme composé A/tv — > C/tvc — > B/t, soit encore 
k — > C/tvc l- Comme C/tvc est régulier et en particulier normal, la fermeture algébrique 
ki de k dans le corps k(Z) est un corps contenu dans C/ttc- On a donc les inclusions de corps 
k C ki C /. Comme k est algébriquement fermé dans l, on a A; = ki et A; est algébriquement 
fermé dans ;j 

§5. Le théorème A 

Théorème 5.1 (Théorème A) Soient k un corps de caractéristique nulle, G un k-groupe 
linéaire connexe, X une k-variété espace homogène de G, de stabilisateur géométrique connexe. 
Soit X c une k- compactification lisse de X . 

(i) Le g-module Pic( X c ) est un g-module flasque, c 'est-à-dire que pour tout sous-groupe fermé 
h G g, on a H 1 (h, Hom z (Pic(X c ), Z)) =0, soit encore Ex4(Pic(X c ), Z) = 0. 

(ii) Pour tout sous-groupe fermé procyclique h C g, on a -ff 1 (/i, Pic(X c )) = 0. 

Supposons de plus G quasitrivial, i.e. extension d'un k-tore quasitrivial par un k-groupe 
simplement connexe. 



(iii) Soit T le k-tore associé au G-espace homogène X . Soit l^T^F^P^l une suite 
exacte de k-tores, avec F flasque et P quasitrivial. Les modules galoisiens Pic(X c ) et F sont 
égaux à addition près de modules de permutation. 

(iv) Le quotient de Bri(X c ) par l'image du groupe Br(k) s'injecte dans le groupe IH^(/c,T), 
et est isomorphe à ce dernier groupe si X(k) 7^ ou si k est un corps de nombres. 

Démonstration D'après le lemme 1.5, pour établir ce théorème, on peut supposer d'emblée le 
groupe G quasitrivial. 

D'après la proposition 1.3 et les remarques subséquentes, le changement de base de k au 
corps des fonctions de X permet de se ramener au cas où X(k) 7^ 0, i.e. X = G/ H avec H un 
/c-sous-groupe fermé connexe de G. Soit T = H tOT et notons H\ le noyau de H — > T. C'est un 
/c-groupe connexe extension d'un /c-groupe semi-simple par un /c-groupe unipotent. Rappelons 
une construction géométrique utilisée par Borovoi (§4.2 de [Bo2]). Soit 

1 -> P -> Q -> 1 

une suite exacte de /c-tores, avec P quasitrivial. Soit Q c une /c-compactification lisse du k-tore 
Q. Le groupe H agit sur P via l'homomorphisme H T. On définit une action à droite de H 
sur G x P par la formule {g,p) ■ h = (gh, h~ 1 p). Soit Z = (G x P)/H le quotient de G x P par 
cette action. 

D'un côté Z est un torseur sur X sous le /c-tore quasitrivial P, via l'action à droite de P 
sur le second facteur de G x P. D'un autre côté Z est un G-espace homogène à gauche sur Q, 
via l'action à gauche de G sur le premier facteur de G x P; un calcul simple montre que les 
stabilisateurs géométriques pour cette action sont isomorphes au groupe connexe Hi , qui vérifie 

hT = i. 

Le théorème d'Hironaka assure l'existence d'une /c-compactification lisse Z c de Z, d'un k- 
morphisme projectif / : Z c — > Q c étendant Z — > Q = P/T et d'un /c-morphisme projectif 
Z c — > X c étendant Z — > X. Comme Z est un torseur sur X = G/ H sous le /c-tore quasitrivial P, 
le théorème 90 sous la forme de Grothendieck implique que Z est /c-birationnel au produit X x^P 
de X et de la /c-variété /c-rationnelle P. Les modules galoisiens Pic(X c ) et Pic(Z c ) sont donc 
égaux à addition près de modules de permutation, Br(X c ) = Br(Z c ) et Bri(X c ) = Bri(Z c ). 
Il suffit donc d'établir le théorème en y remplaçant X c par Z c . Il existe un ouvert U de Q c , 
contenant Q, de complémentaire dans Q c un fermé R de codimension au moins 2, tel que toutes 
les fibres de / : V = / _1 (?7) — > U soient équidimensionnelles de dimension dim(Z) — dim(Q). 
Soit F = f~ 1 (R) C Z c le fermé complémentaire de V. 

Il y a un nombre fini de points m de codimension 1 de Q c , dont la fibre / _1 (m) n'est pas 
géométriquement intègre sur le corps résiduel k(m). D'après le théorème 4-2, on peut en chaque 
tel point m fixer une composante de multiplicité 1 géométriquement intègre de la fibre / _1 (m). 
Soit F m C Z c le fermé qui est la réunion des adhérences des autres composantes de / _1 (m), et 
soit F\ = U m P m . C'est un fermé propre de Z c . Les points génériques des composantes de F±, 
qui sont de codimension 1 sur Z c , n'appartiennent pas à F . Soit F = F U Fi C Z c . 

On a le diagramme de morphismes suivant : 

Z C V C Z c 

f 

Q c U c Q c . 



Soient K = k(Q) le corps des fonctions de Q et L = k(Q) = k.K le corps des fonctions de 
Q. Soient r\ = Spec(K) et f] = Spec(L). Notons Z c ^ la fibre Z c Xq c Spec(L) de / au-dessus du 
point générique de Q c . Soit M le g-module de permutation sur les points de codimension 1 de 
Z c appartenant à F. La restriction de Z c à Z c ^ donne naissance à un complexe de g-modules : 

-> M © Pic(Q c ) -> Pic(Z c ) -> Pic(Z C)ïï ) -> 0, (5.1) 

où la flèche Pic(Q c ) — > Pic(Z c ) est donnée par /*. 
Lemme 5.1.1 Ce complexe est une suite exacte. 

Démonstration La surjectivité de Pic(Z c ) — > Pic(Z Cj ^) résulte de la lissité de Z c . Montrons 
l'exactitude au terme médian. Soit A un diviseur de Z c d'image nulle dans Pic(Z c ^). Le diviseur 
A est rationnellement équivalent sur Z c à un diviseur dont la restriction à Z c ^ est nulle. Pour 
établir l'exactitude, on peut donc supposer que la restriction de A à Z c ^ est nulle, c'est-à-dire 
que A est une combinaison linéaire à coefficients entiers de diviseurs irréductibles (réduits) S 
sur Z c tels que f(S) soit de codimension au moins 1 dans Q c . Si l'image f(S) est de codimension 
au moins 2, alors ô est l'une des composantes de Fq. Supposons f(S) = 7 de codimension 1. Si 
l'image réciproque de 7 par / est un diviseur irréductible de Z c de multiplicité 1, alors ô = f*("f) 
et la classe de S appartient à /*(Pic(Q c )). Si l'image réciproque de 7 par / n'est pas intègre, soit 
S est une composante de Fi, soit la multiplicité de S dans /*(7) est 1, et l'on a /*(7) = S + Si, 
avec Si somme de composantes de F\. Dans tous les cas, la classe de S dans Pic(Z c ) appartient 
à l'image de M©Pic(Q c ). Montrons l'exactitude à gauche. Soit A un diviseur de Z c à support 
dans Fq. Soit Ai un diviseur de Z c à support dans Fi. Soit 7 un diviseur (non nécessairement 
irréductible) de Q c . Supposons qu'il existe une fonction rationnelle h G k(Z c ) x telle que 

A + Ai + /* (7) = divz c (h) E Div(Z c ). 

Comme la fibre générique de / est projective, lisse, et géométriquement intègre, cette égalité 
implique que la fonction h est l'image réciproque par /* d'une fonction que nous noterons encore 
h G k(Q c ) x . On a alors A + Ai = /*(divg (h) — 7) G Div(Z c ). La restriction de cette égalité 

à V se lit Ai = f*(divjj(h) — 7) G Div(V). D'après la définition de Fi, cette égalité implique 
Ai = G Div(Z c ) et div-jj(h) — 7 = G Div(£7). Puisque le complémentaire de U dans la variété 
lisse Q c est de codimension au moins 2, la dernière égalité implique div^ (h) — 7 = G Div(Q c ). 

On en déduit A = G Div(Z c ), ce qui achève d'établir l'exactitude de la suite (5.1). [] 

Soit K une clôture algébrique de K. D'après la proposition 3.1, la flèche naturelle Br(L) — » 
Br(Z Cj ^) est injective. La proposition 1.1 assure alors que le Gal(-ftT/.KT)-module Pic(Z C) ^) est le 
module obtenu en prenant les points fixes de Pic(Z c Xq c Spec(-ftT)) sous Gal(K/L). D'après la 
proposition 3.1, le Gal(K/i^)-module Pic(Z c xq c Spec(iir)) est stablement de permutation, il 
en est donc de même du ^-module Pic(Z c ^). 

D'après la proposition 3.1, la flèche Br(K) — > Br(Z c ?ï ) est injective. Il en est donc de même 
de la flèche /* : Br(<5 c ) — ► Br(Z c ) (ce qui implique en particulier que la flèche naturelle 
Br(k) — > Br(Z c ) est une injection) puis de la flèche Br(Q c )/Br(/c) — > Br(Z c )/Br(/c), et donc 
(d'après la proposition 1.1) de H 1 (g, Pic(Q c )) — > H 1 (g, Pic(Z c )). Le même argument vaut en 
remplaçant g par tout sous-groupe fermé h C g. Ainsi pour tout tel sous-groupe h, la suite 
exacte (5.1) induit une injection H x {h, Pic(Q c )) — > H x {h : Pic(Z c )). 

Lemme 5.1.2 Soient g un groupe profini etO^A-^B^C^O une suite exacte de 
g-modules continus de type fini comme groupes abéliens. Supposons que C est un g-module 
stablement de permutation et que pour tout sous-groupe fermé h C g, l'application induite 
-ff 1 (/i, A) — > -ff 1 (/i, B) est injective (et donc un isomorphisme) . Alors la suite est scindée. 



Démonstration La suite exacte donnée induit une suite exacte longue 

Hom s (C, B) -> Hom ff (C, C) -> ExtJ(C, A) -> ExtJ(C, B). 

Pour /i sous-groupe fermé d'indice fini de g et M un g-module continu, on a un isomor- 
phisme naturel (Shapiro) Ex.tg(Z[g/h], M) ~ H 1 (h, M). L'hypothèse assure donc que la flèche 
Ext g(C, A) — > Ext*(C, -B) est injective, l'application identité dans Hom s (C,C) se relève en un 
élément de Hom g (C, S), la suite est scindée. [] 

On voit alors que la suite exacte de g-modules (5.1) est scindée, ce qui montre que les g- 
modules Pic(Z c ) et Pic(Q c ) sont égaux à addition près de ^-modules de permutation. Il en est 
donc aussi de même des ^-modules Pic(X c ) et Pic(<5 c ). 

D'après Voskresenskiï (voir la proposition 2.1), Pic(Q c ) est un ^-module flasque. Le g-module 
Pic(X c ) est donc flasque. De plus sa classe à addition près d'un module de permutation est 
donnée par la proposition 2.1. Ceci établit les points (i) à (iii). Le point (iv) résulte alors de la 
proposition 1.1. [] 

§6. ^-équivalence 

Dans ce paragraphe, nous utiliserons une propriété fonctorielle simple des torseurs universels 
([CT/San2]). Soit / : X — > Y un morphisme de k- variétés lisses, projectives, géométriquement 
intègres. Soient M G X(k) et N = f(M) G Y(k). Supposons que les modules galoisiens Pic(X) 
et Pic(F) sont libres, de type fini sur Z. Soient Sx et Sy les /c-tores duaux de ces (7-réseaux. A 
la flèche /* : Pic(Y) — > Pic(X) correspond un /c-homomorphisme de /c-tores Sx — > Sy- Soit Tx 
le torseur universel sur X de fibre triviale en M et soit Ty le torseur universel sur Y de fibre 
triviale en N. On a alors un isomorphisme de SV-torseurs sur X : 

T X X S * Sy~f*(Ty). 

Ceci résulte immédiatement de la définition des torseurs universels ([CT/San2], p. 408) et de la 
fonctorialité de la suite (2.0.2) (ibid.). Ceci implique que le diagramme suivant est commutatif 

X(k) - H\k,S x ) 

Y(k) - H\k,S Y ), 

où les flèches horizontales sont données par évaluation des torseurs universels T x et T Y sur 
les /c-points. Rappelons par ailleurs que les flèches horizontales passent au quotient par la R- 
équivalence ([CT/San2], Prop. 2.7.2 p. 444). 

Soient k un corps de caractéristique nulle, X une /c-variété espace homogène d'un /c-groupe 
linéaire connexe, de stabilisateur géométrique connexe, et e un /c-point de X . Soient X c une k- 
compactification lisse de X et F le k-tore de groupe des caractères F = Pic(X c ). Soit T — > X c 
le torseur universel sur X c de fibre triviale en e. C'est un torseur sur X c sous le /c-tore F. On a 
une flèche d'évaluation associée X c (k) — > H x {k, F), qui induit une flèche X c (k)/R — > H 1 (k, F). 

Théorème 6.1 Avec les notations et hypothèses de l'alinéa précédent, si k est un bon corps 
de dimension cohomologique < 2 (cf. alors la flèche X c (k)/R — > i? 1 (fc, F) est surjective. 



Démonstration D'après le lemme 1.5, il existe un /c-groupe quasitrivial G sous lequel X est un 
espace homogène, tel que le stabilisateur de e est un /c-groupe linéaire connexe. La construction 
géométrique utilisée au §5, dont on garde les notations, permet de ramener la proposition pour 
X à la proposition pour Z. On dispose alors de / : Z c — > Q c étendant le G-espace homogène 
/ : Z — > Q dont tout stabilisateur géométrique est isomorphe à un groupe connexe H satisfaisant 
H tm = l. 

On a le diagramme commutatif 

Z c (k)/R - H\k,F Zc ) 

Q c (k)/R - H\k,F Qc ) 

où F^ c , resp. -Fq c , est le /c-tore dual de Pic(Z c ), resp. Pic(Q c ), et où les flèches horizontales 
sont données par les torseurs universels triviaux aux points marqués évidents de Z c et Q c . 
Sous les hypothèses du théorème, nous voulons montrer que la flèche Z c (k)/R — > Fz c ) est 

surjective. Par la théorie des /c-tores (Prop. 2.1 (ni)) on sait que la flèche Q c (k)/R — > -FqJ 
est un isomorphisme et que la flèche Q(fc) — > Q c (k)/R est surjective. On a vu dans la 
démonstration du théorème 5.1 que /* : Pic(Q c ) — > Pic(Z c ) est une injection scindée de g- 
modules, dont le conoyau est un g-module stablement de permutation. Le théorème 90 de Hilbert 
implique alors que la flèche H l (k, Fz c ) — > H x (k, Fq c ) est une bijection. Pour k un bon corps de 
dimension cohomologique < 2, la remarque 4.1.1 assure que la flèche Z(k) — > Q(k) est surjective. 
Ainsi pour tout tel corps la flèche Z c (k)/R —> Q c (k)/R ~ H 1 (k, Fq c ) est surjective. Ceci achève 
la démonstration. [} 

Question 6.2 Sous les hypothèses du théorème 6.1, la flèche X c (k)/R — > H 1 (k,F) est-elle 
une bijection ? 

Le théorème 3.4 de [CTGiPa] montre que ce résultat impliquerait la finitude de X c (k)/R dans 
chacun des cas cités à la remarque 4.1.1. La finitude dans le cas p-adique est facile à établir, 
mais dans ce cas on aurait plus, on aurait la valeur exacte de X c (k)/R. 

La question 6.2 a une réponse affirmative lorsque le sous-groupe fermé connexe H est normal 
dans G (Gille, [G] et appendice de [B/K2] ; Thm. 6.2 de [CT]). 

Le premier cas à étudier est celui où k est un corps p-adique et H un groupe semi-simple. 
Dans ce cas, au vu de la proposition 3.1, la question est : 

Soient k un corps p-adique, G un k-groupe semi-simple simplement connexe, H C G un k- 
sous-groupe fermé connexe, semi-simple. Soit X c une k-compactification lisse de X = G/ H. La 
R- équivalence sur X c (k) est- elle triviale ? 

D'après un résultat général de Kollâr [K], la question équivaut à celle de la trivialité de la 
^-équivalence sur l'ouvert G/H = X C X c . 
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